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7. O Ensino-aprendizagem da Algebra na
Teoria da Objetivacao

Luis Radford

Introducao

A ALGUM TEMPO tem sido feitos esforgos para introdu-
zir alguns elementos de algebra no ensino fundamental.
Enquanto anteriormente aprender aritmética era apre-

sentada como um pré-requisito para aprender dlgebra, esta posi-
¢do curricular tem sido questionada pelo movimento de “Early
Algebra”!. Ao mesmo tempo, surgiram novas questdes. Por exem-
plo, se a aprendizagem da aritmética ndo é um pré-requisito para
aprender algebra, por onde comecamos? Qual é a relagdo entre
pensamento aritmético e pensamento algébrico?

Na primeira parte do capitulo, discuto brevemente a questdo
do pensamento algébrico e esbogo alguns dos resultados que al-
cangamos em nossa pesquisa sobre a generalizagdo das sequéncias.
A segunda parte gira em torno do ensino-aprendizagem das equa-
¢des. Os episddios que discuto nesta segunda parte nos permitem
mostrar o caminho que temos seguido no ensino-aprendizagem
das equagdes nos anos iniciais. Os epis6dios ilustram, ao mesmo
tempo, o que entendemos na teoria da objetivacdo por aprendiza-
gem como um encontro coletivo com a matemadtica.

!Nota da tradutora: Segundo Kieran (2016, p.1), “Early Algebra” refere-se, no
contexto internacional, ao movimento de pesquisa que busca compreender
“tanto a natureza do pensamento algébrico como as formas que este pensa-
mento pode ser desenvolvido” em criangas entre 6 e 12 anos. Em espanhol,
o termo equivalente é “algebra temprana”. Na tradugdo, optamos por man-
ter “dlgebra inicial” compreendendo que se refere, no contexto nacional, ao
recorte dos anos iniciais do ensino fundamental.
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A natureza do pensamento algébrico

Tentar entender a natureza do pensamento algébrico pressu-
pOe uma posic¢do epistemoldgica. Dada a orientagdo histérico-
cultural da teoria da objetivagdo, ndo é surpreendente que nossa
posicdo epistemoldgica seja de natureza histérica. Entretanto, ndo
se trata de recorrer a histdria para descrever formalmente as eta-
pas do desenvolvimento do pensamento algébrico. Se trata de ver
o pensamento algébrico em seu movimento contextual, como res-
posta a problemas que surgiram dentro das atividades sociocultu-
rais e concretas, onde ele surgiu e se desenvolveu. Agora, como
podemos distinguir o pensamento algébrico de outros tipos de
pensamento matematico? Como podemos definir aquilo que o ca-
racteriza e que seria exatamente o que deveriamos buscar em seu
movimento histérico? Ndo hd uma resposta tinica para esta per-
gunta. Por exemplo, em sua proposta curricular, Vasily V. Davy-
dov elaborou uma resposta muito diferente da nossa. No con-
texto de um projeto mais amplo de reestruturacdo do curriculo da
Unido Soviética, inspirado na visdo da matemadtica de seu tempo,
a matematica moderna, Davydov procurou organizar o ensino
em torno dos “conceitos de ‘relacdo e estrutura” (1975a, p.101),
orientando-a para o desenvolvimento do que na época era consi-
derado o auge da cogni¢do humana: o pensamento teérico (RAD-
FORD, 2021a). Ele seguiu o conselho do matematico Bourbakista
Jean Dieudonné, que dizia que “é preciso mostrar abertamente a
crianga a esséncia abstrata da dlgebra e desenvolver sua capaci-
dade de abstragdo e poder teérico” (apud DAVYDOYV, 1975a, p.
109); ele também seguiu os passos de A. N. Kolmogorov, que afir-
mou que “toda a estrutura da algebra escolar e toda a andlise ma-
tematica pode ser erguida sobre o conceito de ntimero real” (apud
DAVYDOYV, 1975b, p. 110). Assim Davydov concluiu que “A pas-
sagem dos niimeros inteiros para os ntimeros reais € uma passa-
gem da aritmética para a ‘algebra”’ (1975b, p. 113). E assim que a
resposta de Davydov gira em torno do conceito de grandeza (PA-
NOSSIAN; SOUSA; MOURA, 2016) e que ele viu na passagem da
fracdo para o ntiimero real a passagem da aritmética para a alge-
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bra. Assim, como nos lembra Ivashova, no programa educacional
de Davydov: “Foi dada primazia ao estudo das grandezas que,
através da comparacdo e da medicdo prética, deram origem ao na-
mero; [seu programa] fez uso de uma notagdo generalizada para
descrever as relagdes das grandezas” (IVASHOVA, 2011, p. 59).

Embora o caminho explorado por Davydov seja sem duvida
interessante, nossa resposta a pergunta sobre o que caracteriza
o pensamento algébrico vai por outro caminho. Na perspectiva
da teoria da objetivagdo, a caracteristica do pensamento algébrico
ndo se encontra apenas na natureza da grandeza (ou seja, na
natureza do objeto sobre o qual se raciocina), mas também no tipo
de raciocinio que é feito com grandezas. Mais precisamente, em
nossa perspectiva, trés condi¢des caracterizariam o pensamento
algébrico: a primeira tem a ver com os objetos do raciocinio; a
segunda com a forma como os objetos sdo simbolizados (se trata,
entdo, de um problema semi6tico) e a terceira sobre como se
raciocina sobre objetos do raciocinio. Vejamos estas condigdes com
mais detalhes:

(1) Indeterminagio de grandezas: o problema sobre o qual se raci-
ocina implica grandezas ndo conhecidas ou ndo determina-
das. Estes podem ser incégnitas, varidveis, parametros etc.

(2) Denotagio: as grandezas indeterminadas envolvidas no pro-
blema tém de ser nomeadas ou simbolizadas. Agora, esta
simbolizagdo pode ser realizada de varias maneiras. Signos
alfanuméricos podem ser usados, mas ndo necessariamente.
A denotacdo de quantidades indeterminadas também pode
ser simbolizada por meio de linguagem natural, gestos, sig-
Nnos nao convencionais, ou mesmo uma mistura deles.

(3) Analiticidade: o raciocinio
(a) inclui as grandezas determinadas e indeterminadas
(B) opera dedutivamente

O fato de que ao pensar algebricamente o estudante inclui em
seu raciocinio tantas grandezas determinadas e indeterminadas
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significa que ele estabelece relagdes entre estes dois tipos de gran-
dezas. Isso também significa que ele trata grandezas desconheci-
das como se fossem conhecidas. Ou seja, embora ndo as conhega,
opera com elas como se as conhecesse, por exemplo, adiciona-as,
subtrai-as, multiplica-as, divide-as com outras grandezas. Esta
operacao requer uma reconceitualiza¢do das operagdes envolvidas.
Assim, a soma “+" na expressdo 2 + 3 ja ndo €é mais a mesma que
na expressdo 2 + x. O mesmo pode ser dito sobre a relacdo de
igualdade “=".

E, esse pensamento algébrico operar de forma dedutiva signi-
fica que, em seu movimento, ele deduz proposicdes, ele passa de-
dutivamente de um predicado P(x) para um predicado Q(x). Isto
constitui um de seus pontos fortes mais importantes, por exem-
plo, como sabemos que a equacdo P(x) tem, no méximo, duas so-
lugdes dadas pela seguinte formula Q(x)?

_ —bE Vb —4dac
= 2a

Nao porque nés adivinhamos, mas porque deduzimos. Esta
ideia de analiticidade, como o movimento que vai do dado (a
equagéo ax? + bx + ¢ = 0) ao procurado (suas solucdes) era cha-
mado, pelo antigo matematico grego Pappus, de andlise (RIDE-
OUT, 2008).

H4 duas consequéncias que decorrem das consideragdes acima,
as quais discuto a seguir.

Duas consequéncias

1. O uso de simbolismo alfanumérico nao caracteriza o pensa-
mento algébrico

Nossa concepgdo do pensamento algébrico difere das correntes
contemporaneas que assimilam o pensamento algébrico ao pen-
samento simbolico alfanumérico. Por exemplo, considera-se fre-
quentemente que a solugdo para a equacado 2x + 2 = 10 automatica-
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mente requer raciocinio algébrico, ja que a equacdo envolve o uso
de letras, independentemente das especificidades do raciocinio se-
guido pelo estudante. No entanto, como temos notado muitas ve-
Zes em nossas pesquisas nas escolas, os estudantes muitas vezes
procedem por tentativa e erro: eles substituem o valor de x por 1,
depois por 2, e assim por diante, até encontrar o valor x = 4 que
torna a igualdade verdadeira. Este método de tentativa e erro sa-
tisfaz a primeira e a segunda condi¢do de nossa caracteriza¢do do
pensamento algébrico, mas ndo satisfaz a terceira condic¢do: o raci-
ocinio seguido ndo é dedutivo. Dentro de nossa caracterizagdo do
pensamento algébrico, esta forma de pensar e resolver o problema
ndo é algébrica: é aritmética. O uso de letras ndo é exclusivo do
pensamento algébrico. Historicamente falando, o nascimento da
algebra ndo é o nascimento de seu simbolismo moderno. Em seus
Elementos, Euclides recorreu a letras sem mobilizar ideias algébri-
cas (UNGURU, 1975). Os antigos mateméticos chineses mobiliza-
ram ideias algébricas para resolver sistemas de equagdes sem utili-
zar o simbolismo alfanumérico. Em um artigo anterior eu mencionei:
“0 uso de letras em dlgebra ndo é uma condi¢do necessaria nem
suficiente para pensar algebricamente” (RADFORD, 2014, p. 260).

2. A algebra nao é uma aritmética generalizada

Nossa concep¢do de pensamento algébrico também difere da-
queles que veem na dlgebra uma aritmética generalizada. E evi-
dente que existe uma importante relagdo entre o pensamento arit-
mético e algébrico. E claro também que parte desta relacio pode
ser entendida em termos de generaliza¢des, mas me parece que
ndo é possivel extrair toda a algebra escolar da aritmética. Ha,
em certos pontos, rupturas epistemoldgicas. O trabalho pioneiro de
Filloy e Rojano (1989) descreve precisamente uma dessas ruptu-
ras que eles chamaram de corte diddtico. Este corte foi observado
em estudos clinicos nos quais os estudantes foram confrontados
com equagdes da forma Ax + B = Cx + D. Para resolver equagdes
desta forma, os métodos aritméticos de “inversdo de operagdes” —
que sdo eficazes para resolver equagdes do tipo Ax + B = D (os
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estudantes geralmente subtraem B de D e dividem por A) —néo
sdo mais aplicdveis. Os estudantes tém que recorrer a uma ideia
verdadeiramente algébrica: operar dedutivamente sobre a incog-
nita. Para operar sobre a incégnita, ou sobre grandezas indetermi-
nadas em geral (por exemplo, varidveis ou pardmetros), é preciso
pensar analiticamente. Ou seja, deve-se considerar as quantida-
des indeterminadas como se fossem algo conhecido, como se fos-
sem numeros concretos (ver, por exemplo, Kieran, 1989; 1990; Fil-
loy, Rojano e Puig, 2007). Do ponto de vista genético, esta maneira
de pensar analiticamente — onde nimeros desconhecidos sdo tra-
tados da mesma forma que ntimeros conhecidos — distingue a arit-
mética da dlgebra. E isto é tdo caracteristico da algebra que o mate-
matico francés Frangois Viéte (um dos fundadores da algebra sim-
bolica moderna) identificou a 4dlgebra ndo como uma arte de usar
simbolos, mas como uma arte analitica (Viete, 1983). Esta maneira
analitica de pensar para resolver a equacdo Ax + B = Cx + D ndio
é o resultado de uma generalizagdo da forma de resolver a equa-
¢do Ax + B = D por inversdo de constantes ou por tentativa e
erro. A forma analitica de pensar sobre a resolu¢do da equacdo
Ax 4+ B = Cx + D requer uma ruptura epistemolégica em relagao
ao pensamento aritmético no sentido em que o pensamento algé-
brico opera sobre/com as incégnitas e se considera a igualdade
sob um novo olhar: um olhar relacional.

Nas secdes seguintes, ilustro o pensamento algébrico em dois
dominios matematicos: equacgdes e generalizagio de padroes (pattern
generalization).

Generalizacao de sequéncias

A generalizacdo de sequéncias é um dos contextos que tem
sido mais cuidadosamente explorados nas investiga¢des no campo
da algebra inicial. Normalmente, se apresenta aos estudantes um
namero finito de termos de uma sequéncia figural (ou seja, uma
sequéncia constituida de “figuras” compostas de objetos como cir-
culos ou quadrados) ou numérica (ou seja, uma sequéncia com-
posta de ntimeros) e solicita-se a eles que encontrem o valor dos
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termos seguintes, termos remotos e até mesmo o termo geral (o
termo n) da sequéncia. Por exemplo, em uma de nossas primei-
ras investiga¢des, demos aos estudantes de 7 e 8 anos a sequéncia

mostrada na Figura 1.

Figura 1 — Os primeiros quatro termos de uma sequéncia figural

N un pEEN pEEEE
O OO Ood Doecd

Termo 1 Termo 2 Termo 3 Termo 4

Fonte: Radford (2021b, p. 117)

Foi uma grande surpresa para nés quando os estudantes dese-
nharam os termos 5 e 6, e vimos que eles ndo o faziam necessaria-
mente respeitando a estrutura espacial. A figura 2 apresenta um
exemplo.

Figura 2 — Os termos 5, 6 e 8 da sequéncia

0o DOOM
D D

Fonte: Radford (2021b, p. 118)

Os estudantes se concentram na numerosidade e percebem
que entre um termo e o préximo hd dois quadrados de diferenca.
Em outras palavras, eles tétm uma relagdo de “recorréncia” na qual,
para encontrar o préoximo termo, é necessario conhecer o anterior.
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Em geral, os jovens estudantes ndo necessariamente declaram ver-
balmente a relagdo de recorréncia. A relagdo de recorréncia apa-
rece a consciéncia através da contagem dos termos e da atividade
perceptiva; ou seja, ela aparece a consciéncia de uma forma corpo-
ral. Apesar de interessante, é dificil para os jovens estudantes par-
tir desta relagdo de recorréncia para encontrar o valor de termos
remotos, como o termo 25 ou 100, por exemplo. Tal procedimento
levaria a transformar uma adicado repetida em multiplicagdo, o que
muitas vezes estd além do alcance conceitual do jovem estudante.
Uma das generaliza¢des que encontramos frequentemente con-
siste em dizer que, para obter o valor do termo 25, se faz o se-
guinte: “3 + 2 + 2 até chegarmos ao fim”. O estudante que diz isto
fez uma generalizagdo, mas nao é do tipo algébrico, mas do tipo
aritmético. Ao responder a pergunta, “quantos quadrados ha no
termo 4, 5, 6, etc.?”, o estudante percebe que estd diante de uma
grandeza indeterminada (neste caso, a varidvel “ntimero da posi-
¢do do termo na sequéncia” ou “posigdo do termo”). No entanto,
esta varidvel ndo chega a ser denotada e, portanto, ndo satisfaz a
segunda condi¢do que demos do pensamento algébrico.
Vejamos outro exemplo. Para obter o valor de um termo re-
moto (por exemplo, termo 25), alguns estudantes fazem a seguinte
adigdo: 9+2+2+2+2+2+2+24+2+2+24+2+2+2+2+
2+2+2+4+24242+2=>51. Partem do valor do termo 4 (que
é 9) e somam 2 (dois) vinte e uma vezes, ou seja, tantas vezes
quanto a diferenca entre a posi¢do do termo pesquisado (termo
25) e o termo 4(25 — 4 = 21). E essa uma generalizagio que po-
demos chamar de algébrica? O primeiro critério é satisfeito, mas
o segundo ndo é: os estudantes introduzem uma varidvel “auxi-
liar”: a varidvel “nimero de vezes que se soma 2”, mas aparece
mais como um artificio heuristico; esta nova varidvel ndo consegue
ser denotada. Ndo estamos, portanto, diante de uma generaliza-
¢do algébrica, mas de uma generalizagdo aritmética muito sofisti-
cada. Se, ao contrdrio, os estudantes dissessem algo como “adici-
one 2(dois) tantas vezes quanto a posi¢do do termo que vocé esta
procurando, menos 4”, a denota¢do da nova varidvel auxiliar se-
ria realizada. No caso de estudantes mais avancados, a denotagdo
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poderia ser escrita como (1 —4) X 2; assim, na expressdo que da
o valor do termo procurado, surgiria uma covariagio entre o valor
do referido termo e sua posicao.

Em outros casos, vimos estudantes tirarem proveito da forma da
figura para obter a generalizagdo algébrica. Por exemplo, Radford
(2013; 2021b) destaca o labor conjunto entre uma professora e
um grupo de estudantes que os leva ao fato de que os termos
podem ser percebidos como se formassem duas filas, a de cima e
a de baixo. Esta aproximagdo do problema leva a identificacdo
de duas relagdes funcionais ou relacdes de covariacdo entre as
varidveis: por um lado, entre “a posi¢do do termo” e “o ntimero
de quadrados na linha inferior”; por outro lado, entre “a posicao
do termo” e “o nimero de quadrados na linha superior”. Com
a ajuda da professora, os estudantes tomam consciéncia que o
numero de quadrados na linha inferior de qualquer termo é o
mesmo que o nimero (ou posi¢do) do termo, ou seja, da relacdo
que em simbolos escreveriamos como n — n. No caso da linha
superior, os estudantes se ddo conta de que nessa linha ha mais um
do que o ntiimero do termo, ou seja, da relagdo que escreveriamos
em simbolos como n > n + 1. Em outras palavras, os estudantes
tomam consciéncia das relagdes n — n, n +— n 4+ 1 que levam a
relagdo funcional n +— 2n + 1.

Em Radford (2013) eu propus o seguinte modelo para genera-
lizagdo da sequéncia (Figura 3).

Os estudantes comegam escolhendo de forma perceptiva e con-
ceitual: entre tudo o que aparece no campo perceptual dos estu-
dantes, certos elementos sdo escolhidos. Desta escolha resulta o
que eu chamo de “determinacdes sensiveis”, por exemplo, deter-
se na relacdo de recorréncia entre termos consecutivos ou deter-se
nas linhas dos termos, sdo duas determinacdes sensiveis diferen-
tes; sdo duas formas diferentes de ver os termos da sequéncia. No
primeiro caso, a atencdo esta voltada para as quantidades; no se-
gundo, a atencdo estd voltada para a forma dos termos. O resul-
tado dessas determinagdes é uma caracteristica comum percebida a
partir de um nimero finito de termos. Em seguida, esta caracte-
ristica “comum” é generalizada aos outros termos da sequéncia. A
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generalizagdo da caracteristica comum (que pode ser uma ou vé-
rias) corresponde ao que Peirce chamou de abdugdo (abduction), ou
seja, algo que s6 é plausivel (PEIRCE, 1958, CP 2.270). Segundo
o uso desta abdugdo, a generalizacdo poderad tomar varios cur-
sos. Quando a abdugdo é usada simplesmente para passar de um
termo para o outro (como quando os estudantes dizem que deve-
mos acrescentar 2 quadrados), chegamos a uma generalizacdo arit-
mética. Neste caso, ndo ha dedugio de uma expressao direta que
nos permita calcular o namero de quadrados em qualquer termo
da sequéncia. A abdugdo nos permite gerar um procedimento,
mas ndo uma expressdo direta, em outras palavras, uma formula.

Figura 3 — Estrutura da generalizagdo algébrica das sequéncias

Termos dados Determinacdes C teristi
rmi aracteristica
X e <« »
PP, P > sensiveis comum
C

Aplicacio a termos = o
. ~ Abducio analitica
Deducio da formula <> nio dados “> seucf,m,em e,:,IH)

Pi+1 Pk+2 -+

Fonte: Radford (2013, p. 7)

No caso do procedimento por tentativa e erro, os estudantes
produzem uma férmula. Mas a férmula ndo é deduzida. De fato,
a abdugdo diz respeito a prépria férmula. Os estudantes propdem
uma férmula, que parece plausivel, e a submetem a um nimero
finito de provas. Esta generaliza¢do (que corresponde a uma das
formas de indugdo) ndo é, todavia, algébrica; para que seja algé-
brica, é necessario, de acordo com o que foi dito, que a abdugao
que se faz da caracteristica comum seja utilizada de forma ana-
litica. Isto significa que a abdugdo nado sera mais utilizada como
uma simples possibilidade, mas como um principio assumido
para deduzir uma férmula que proporciona o valor de qualquer
termo (RADFORD, 2013).
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Trés estratos de generalizacao algébrica

Um estudo dos meios semiéticos da objetivacdo utilizados pe-
los estudantes nos permite distinguir trés niveis ou estratos de
generalizagdo algébrica®. No primeiro, a férmula do termo geral
ou de termos remotos ndo se baseia em signos alfanuméricos; a
térmula aparece em a¢Oes que sdo executadas sobre ntimeros con-
cretos. As varidveis funcionais aparecem por meio de alguns de
seus valores, através dos quais a generalidade é expressa. Este é
o tipo factual de generalizagao, no sentido de que o geral se ex-
pressa através do singular (a fact, no inglés). Um exemplo: “O va-
lor do termo 10 é 10 mais 10 mais 1”; “O valor do termo 25 é 25
mais 25 mais 17, etc. A generaliza¢do factual é uma generalizagdo
de ac¢des na forma de um arquétipo operacional: uma férmula. A
férmula permanece ligada ao nivel concreto (por exemplo, “10
mais 10 mais 1”) e permite que os estudantes abordem com su-
cesso praticamente qualquer caso particular.

Outro tipo de generalizacdo algébrica é a generalizagdo con-
textual. Neste caso, os estudantes apoiam seu raciocinio em indi-
ces contextuais. Por exemplo, quando os estudantes abordaram
a pergunta na qual tinham que explicar a um estudante de outra
classe como saber quantos quadrados tem o termo 15 sem dese-
nhar o termo, véarios estudantes disseram “15 embaixo e 16 em
cima”. Na generalizagdo contextual, os indices contextuais (como
li-nha de baixo ou linha de cima) organizam implicitamente a
férmula; ao invés de ntimeros especificos, os indices contextuais
sdo men-cionados explicitamente, e se alcanca um nivel de
generalidade diferente do nivel da generalizacao factual.

Na generalizacado simbdlica, as varidveis sdo expressas através
de simbolos arbitrérios (alfanuméricos, por exemplo, embora ndo
necessariamente). Por exemplo, o valor do termo geral pode ser
expresso como “ +_ +1"ou"2x __ 4+1=__ " (ver

20s meios semi6ticos de objetivagido sdo aqueles recursos através dos quais os
estudantes tomam consciéncia dos significados matematicos-culturais em jogo;
tais meios semidticos incluem a linguagem e sua prosédia e signos em geral,
assim como artefatos e a atividade material realizada com eles e a atividade
corporal, por exemplo, a atividade perceptual, os gestos e as a¢des.
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Radford, 2012) ou 21 + 1 Note que hd uma grande diferenca entre
a primeira expressao e as outras duas. No primeiro, o primeiro
signo “____” opera indexicalmente: aponta para a linha inferior e o
segundo signo “____” aponta para a linha superior (é por isso que
dizemos que opera indexicalmente). Nas outras duas, as linhas
sdo abstraidas e o signo deixa de ser um indice ou index para ser
um simbolo propriamente dito. Na verdade, um passo importante
no desenvolvimento ontogenético do pensamento algébrico do
estudante serd esta passagem da denotagdo como indice para a
denotacdo como simbolo sem amarras contextuais.

Equacoes

Do meu ponto de vista, as equag¢des ainda nédo atrairam o in-
teresse que merecem na algebra inicial e ainda ha muito a apren-
der. Nesta se¢cdo, meu objetivo é apresentar alguns trechos de
uma atividade de ensino-aprendizagem (labor conjunto) que ilus-
tram certos aspectos de como os estudantes encontram uma forma
histérico-cultural de pensar as equagdes. A atividade de ensino-
aprendizagem que vou discutir ocorre em uma aula do quinto
ano (estudantes de 10 e 11 anos de idade). E uma classe com a
qual temos trabalhado hé 4 anos como parte de um programa de
pesquisa longitudinal. Nos anos anteriores, os estudantes tinham
progressivamente encontrado a forma algébrica de pensar equa-
¢Oes através de dois sistemas semidticos elementares:

(a) o “sistema semi6tico concreto” (SSC), constituido por obje-
tos materiais: envelopes de papel contendo cada um o mesmo
numero desconhecido de cartdes de papeldo, cartdes de pape-
lao, e o sinal de igual (por exemplo, ver Figura 4, a direita), e

(b) o “sistema semiotico iconico” (SSI), que substitui objetos

concretos por imagens iconicas desenhadas { ©, =, =} (para
um exemplo, ver figura 5, imagem 1).

No segundo e no terceiro anos, com a ajuda primeiro do SSC
e depois do SSI e de um trabalho conjunto com a professora —
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orientado por formas coletivas de produgédo de saberes e uma ética
comunitaria - os estudantes se familiarizaram com a traducao
de problemas simples apresentados em linguagem natural para
serem resolvidos por meios algébricos. O primeiro contato com
as equagoes é descrito em Radford (2017), numa passagem em
que a professora discute o seguinte problema com os estudantes
(eles estavam entdo no segundo ano, quando tinham 7 e 8 anos de
idade):

Figura 4 — Esquerda: o problema a ser resolvido. Direita: o professor discute
com os estudantes.

Sylvain e Chantal tém cartdes de hoquei.
Chantal tem trés cartdes e Sylvain tem dois cartdes.
Sua mae coloca alguns cartdes em trés envelopes e se
certifica de colocar a mesma quantidade de cartdes em
cada envelope. Ela da um envelope para Chantal e dois
para Sylvain. Agora, as duas criangas tém a mesma
quantidade de cartdes de hoquei. Quantos cartdes de
hoquei estao dentro de um envelope?

Fonte: Radford (2017)

Em discussao com a professora, os estudantes tomam consci-
éncia de que o problema pode ser traduzido no SSC como mos-
trado na figura 4 a direita (os envelopes, os cartdes e cartdo de si-
nal de igual foram colados no quadro). Embora no inicio os estu-
dantes usem procedimentos de tentativa e erro, atribuindo ntime-
ros de cartdes aos envelopes, eles logo se ddo conta de que podem
remover um envelope de cada lado da equagao e que também po-
dem remover dois cartdes de cada lado da equagdo, conseguindo
assim “isolar um envelope”, mantendo a igualdade. Esta forma
de pensar e de proceder satisfaz as condi¢des enunciadas sobre
o pensamento algébrico: a) a indeterminacdo aparece no niimero
desconhecido de cartdes no envelope (¢ a incdgnita); b) a incégnita
ou grandeza indeterminada é denotada pelo envelope dentro do
sistema SSC e c) o resultado é deduzido: em cada envelope ha um
cartao.



PENSAMENTO ALGEBRICO NOS ANOS INICIAIS:
184 o Didlogos e complementaridades entre a teoria da objetivagdo e a teoria histérico-cultural

No quarto ano, o sistema alfanumérico semiético (SSA) come-
cou a ser utilizado. A professora (que era diferente a cada ano)
e os estudantes trabalharam na articulacdo iniciada no ano ante-
rior entre os sistemas semioticos SSI e SSA, resolvendo os mesmos
problemas tanto no SSI quanto no SSA. No quinto ano, o objetivo
era que os estudantes se familiarizassem com o SSA e fossem ca-
pazes de colocar e resolver equagdes abstratas (isto é, sem con-
texto) dentro desse sistema semidtico. De acordo com as diretri-
zes da teoria da objetivac¢do, durante as licdes, a natureza coletiva
da aprendizagem foi fomentada através trabalhos em pequenos
grupos, discussdes entre grupos e discussdes gerais. Na Figura 5,
vemos momentos de uma discussao coletiva em que os estudan-
tes vdo até o quadro e tém a oportunidade de trocar ideias sobre
os caminhos tomados nas solugdes de equagdes postas em uma
tarefa que fizeram individualmente, em casa, na noite anterior. A
Figura 5 mostra trés métodos de resolucdo da equacao.

Na primeira fila, vemos a primeira solugdo. Primeiro, a estu-
dante traduz a equagdo 7n + 2 = 61 + 8 do SSA para o SSI. A es-
tudante desenha o lado esquerdo da equacdo: 7 circulos (repre-
sentando os 7 envelopes) e dois retangulos (representando os dois
cartdes); depois desenha o lado direito da equacado: 6 envelopes
(0s 6 circulos) e 8 cartdes (os 8 retangulos) (ver esbogo 1). Em se-
guida, ela elimina 6 envelopes de cada lado da equacgéo (ver es-
bogo 2); em seguida, ela elimina dois cartdes de cada lado da equa-
¢do e conclui, dedutiva ou analiticamente, que 1n = 6 (ver esbogo
3). Na linha do meio da Figura 5, vocé vé a solugdo de um estu-
dante. A solugdo ndo recorre ao SSI; ela é realizada no SSA. Ele
primeiro escreve a equagao (ver esboco 4); depois, remove 6n de
cada lado da equacdo (e o indica com uma diagonal nos termos
7n e 6n) e coloca a resposta em cima dos termos na equagao origi-
nal (ver esbogo 5). Em seguida, subtrai dois de cada lado da equa-
¢do (risca os termos afetados com uma diagonal) e coloca as res-
postas em cima, mostrando que 11 = 6 (veja o esbogo 6).
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Figura 5 — Discussdo geral no quadro sobre a solugio de 7n + 2 = 6n + 8
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Fonte: Elaboragéo do autor

Evidentemente, é pouco factivel que os estudantes reinventem
a sintaxe algébrica. A professora aproveita entdo para mostrar
outra forma de escrever e raciocinar os calculos, que ela chama de
“0 longo caminho”, pois deixa os tragos dos calculos passo a passo
em linhas diferentes organizadas de cima para baixo. Na figura 5
(esbogo 7), vemos, de fato, que a professora escreve a equagao na
primeira linha; depois, na segunda linha, ela escreve 7n — 6n +2 =
6n — 6n + 8, explica verbalmente que ela subtraiu 61 de cada lado
da equacdo. Na terceira linha, ela escreve os resultados: escreve
1n + 2 = 8. Em seguida, na quarta linha, ela subtrai 2 de cada
lado da equacdo, e escreve: 1n +2 —2 =8 — 2. A dltima linha
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do esbogo 7 mostra o momento em que a professora realiza as
operagdes, o que daria 1n = 6. Esboco 8 apresenta um zoom dos
calculos da professora. O esbo¢o 9 mostra todos os calculos.

Cabe destacar que a professora escreve seu procedimento sem
apagar o dos estudantes, porque o procedimento da professora
nao tem essa intencdo; trata-se de oferecer aos estudantes uma ou-
tra forma de pensar a sintaxe algébrica. De fato, houve estudantes
que seguiram a maneira longa, enquanto outros seguiram outros
caminhos. O que precisa ser entendido é que, na teoria da obje-
tivagdo, o espago de discussdo coletiva ndo é um lugar para os
estudantes ou a professora exibirem suas proezas. E um local de
crescimento coletivo, de produzir um trabalho comum, de comparti-
lhar maneiras de pensar procedimentos para resolver o problema
apresentado e de assegurar que os estudantes se envolvam genui-
namente com as ideias uns dos outros, ou seja, que eles se envol-
vam com essas ideias de forma responsavel, compreendendo-as,
discutindo-as, contestando-as ou refinando-as, por exemplo.

Ap6s a discussdo geral, os estudantes continuaram a trabalhar
em pequenos grupos na questdo seguinte que haviam explorado
no dia anterior:

Vocés escreverdo um texto que explique os passos para resol-
ver uma equagao como as que vimos anteriormente. O texto
é dirigido a um estudante do 50 ano de outra escola e ndo se
sabe se este estudante sabe como resolver equagdes. Sua ex-
plicagdo deve ser clara, correta e convincente:

a. Clara: vocé entende o que é dito no texto?
b. Justa: é a resposta certa?

c. Convincente: os argumentos no texto sdo realmente
convincentes?

A intencdo desta pergunta é fazer com que os estudantes refli-
tam de maneira explicita. Como na teoria da objetivagdo definimos
a aprendizagem como tomada de consciéncia, esta reflexdo é impor-
tante para garantir uma tomada de consciéncia conceitualmente
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profunda. José, que havia trabalhado no dia anterior com outro
grupo, juntou-se ao grupo de Elisa, Celeste e Carina naquela ma-
nha. A discussdo girou em torno do que o texto deveria incluir.
José sugeriu basear a explicacdo em um exemplo concreto (Figura
6, a esquerda). Em termos epistemolégicos, José explica o geral
através de um singular. O grupo de Elisa havia seguido uma expli-
cacdo geral, sem exemplos (Figura 6, a direita). Neste exemplo,
ndo ha nameros, apenas referéncias as agdes.

Figura 6 — Esquerda: texto de José. Direita: o texto do grupo da Elisa
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Fonte: Elaboragao do autor
O texto de Jose diz:

1. Remova 1 envelope e 2 cartdes da Kynan
2. Remover 0 envelope e cartdo de Nicholas

3. Em cada envelope hé 2 cartdes.
Seguem-se calculos entre grandezas desconhecidas e conhecidas.

O texto do grupo da Elisa diz:
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Para fazer [resolver] uma equagdo vocé deve:

1.

9.

Leia o problema.

Pegue o menor nimero de cartdes de um lado [da equagédo]
e risque-o .

Risque a mesma quantidade de cartdes do outro lado.

Pegue o menor nimero de envelopes de um lado e risque-o

. Risque 0o mesmo nimero de envelopes do outro lado.

Circule os cartdes e envelopes restantes de ambos os lados.
Calcule [conte] os cartdes e envelopes restantes.

Se vocé tiver mais de um envelope, + [igualmente] cartdes
em cada envelope.

Em seguida, escreva 1 envelope = niimero de cartdes.

Comeca uma discussdo matematica bastante intensa.

1.

Elisa: (Dirigindo-se a José) Nosso [texto] é melhor; ndo precisa
ser especifico para um problema.

José: (defendendo-se) Parece-me que a sua [também] é especi-
fica.... Como (referindo-se ao texto de Elisa), “riscar a mesma
coisa”, é especifico! (ver figura 7, a esquerda)

Elisa: Sim, [mas] "riscar o mesmo"nao é especifico para um
problema; [em nosso procedimento] é como fazer todos os
problemas juntos...!

José: Eu, eu dou um exemplo, como...

Celeste: (aprecia a ideia de José) talvez devéssemos fazer um
pequeno desenho no final [do texto], ndo tenho mais muito
espaco, mas poderia fazé-lo abaixo....
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6. José: sim, ao retirar um envelope e dois cartdes da Kynan ...

7. Celeste: mas o problema é que [no] seu [texto]... é que vocé
coloca nomes de pessoas sobre as quais ndo sabemos nada;
como quem é Kynan? De onde veio Kynan? (ver Figura 7, a
direita).?

Figura 7 — Os alunos contrastam dois textos matemdticos de generalidade
diferente

Fonte: Elaboragao do autor

Este pequeno episédio nos apresenta estudantes engajados em
um processo de objetivacdo e subjetivagdo. O processo de objeti-
vagdo aparece na forma como os estudantes tomam consciéncia
do que deve ser um texto matematico (um texto algébrico, neste
caso). A questdo é: deve ser dado um exemplo ou deve enunciar
de forma geral as etapas de resolugdo de uma equacgdo? Nas trés
primeiras etapas, os estudantes se referem a esta diferenga por:
“especifico versus ndo especifico”. No inicio, o significado nado é
claro. No final da linha 3, Elisa diz que o procedimento que as
meninas propdem, "é como fazer todos os problemas juntos...!” Elisa
coloca o problema do texto como um problema de generalidade.
Mas junto com este processo de objetivagdo, ocorre um processo

3Como podemos ver, na discussdo, os estudantes ndo chegam a analisar o
exemplo proposto por José. Uma andlise teria mostrado que a equagéo pro-
posta ndo tem solugdo no conjunto dos ntimeros inteiros positivos. A atengado
dos estudantes permanece sobre o que podemos chamar de valor epistemol6-
gico do exemplo.
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de subjetivacdo: de fato, os quatro estudantes tomam uma posi-
¢do com respeito ao saber e respeito aos outros. Em suas respos-
tas, Jose explica e defende seu ponto de vista. As meninas o escu-
tam atentamente e o compreendem, mas também se opdem a ele.
A Celeste reconhece que a ideia de José poderia ser incorporada
ao texto que as meninas desenvolveram. Esta ideia que emerge
pouco a pouco é parte do trabalho comum, o trabalho de vérias
vozes e perspectivas.

A licdo continua. Juntos, os quatro estudantes, a partir do
texto de Elisa, Carina e Celeste, escrevem um texto que responde
a pergunta colocada na tarefa. Entdo, encorajados pela professora,
eles trocam o texto com os estudantes de outro grupo para apren-
der e se posicionar criticamente diante do texto dos outros.

Na figura 8 (esquerda), vemos os estudantes do grupo da Elisa
estudando cuidadosamente o texto do outro grupo (ver figura 8,
meio). O grupo de Elisa se surpreende ao ver que a folha do outro
grupo tem poucos passos. Celeste diz: “S6 tém 4 passos; acho que
pode ser um pouco mais longo...!"” Elisa diz: “Eu ndo entendo”.
José, que se sente a vontade com um texto ilustrado com um
exemplo, acrescenta: “Eles deram um exemplo! Se a pessoa [0
estudante do 50 ano] ler o exemplo, ela entendera o sentido”. Os
estudantes decidem escrever uma critica, revezando-se.

Figura 8 — O grupo de Elisa 1¢ de forma critica o texto do outro grupo

Fonte: Elaboragao do autor

1. Celeste: Eu diria que [faltam] mais detalhes.

2. Carina: (1€ o passo 2 do texto) pegue o lado [da equagdo] com
o menos envelopes e retire todos os envelopes.
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3. Elisa: E quanto ao outro lado da equagdo? Isso ndo diz que
vocé tem que tirar (José intervém dizendo a mesma coisa) a
mesma quantidade do outro lado!

A critica é apontada na cépia do outro grupo (ver Figura 8, a
direita).

Enquanto isso, o outro grupo faz uma leitura critica do grupo
da Elisa. Em seguida, os dois grupos se encontram e, por sua vez,
apresentam suas sugestdes e criticas (ver Figura 9).

Entre as criticas oferecidas pelo grupo de Elisa ao outro grupo
(o grupo de Walton e David) esta o fato de ndo indicarem que as
operagOes devem ser realizadas nos dois lados da equacao, e que
a obtengdo da resposta nao é clara:

1. Walton: retiramos 3 cartdes aqui (aponta para a passagem em
sua folha; ver figura 9, a esquerda).

2. Carina: vocé deveria ter dito “e também 3 cartdes do outro
[lado]”.

3. Celeste: “dé a resposta”.
4. Elisa: Como vocé da a resposta? (ver Figura 9, a direita).

5. Carina: Como? Que resposta?

Figura 9 — A discussdo entre os dois grupos de estudantes

Fonte: Elaboragéo do autor
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Como vemos, o exame critico do texto do outro grupo, assim
como a discussdo entre os grupos, é a ocasido para aprender mais
juntos. Nesta parte da atividade de ensino-aprendizagem, como
na primeira (linhas 1-7), ocorrem outros processos de objetivagdo
e subjetivacdo que aprofundam a aprendizagem.

Sintese

Na primeira parte deste capitulo, apresentei a concepgao do
pensamento algébrico na teoria da objetivagdo e fiz um esbogo de
alguns dos resultados que alcancamos em nossas pesquisas sobre
a generalizacdo de sequéncias. A segunda parte girou em torno
do ensino-aprendizagem das equagdes. Os episddios discutidos
nos permitem ilustrar o que queremos dizer com aprendizagem
como um encontro coletivo com a matemadtica.

Primeiro, a matematica é revelada a consciéncia dos estudantes
nado como um simples saber externo, formal, mas como uma possi-
bilidade cultural que se materializa ou encarna em um contetido con-
creto multifacetado nesse movimento sensivel e sensorial que lhe
da vida e que ndo é nem mais nem menos do que a atividade de
ensino-aprendizagem. Nesta atividade de ensino-aprendizagem
tanto estudantes quanto professores aprendem uns com os outros,
e a matematica se revela em sua prépria légica polivalente; por
exemplo, pensar a idealidade matematica através de exemplos
precisos como José, através de sua generalidade discursiva, como
sugere o grupo de Elisa, ou como uma combinagao de ambos,
como fazem David e Walton. Em segundo lugar, se trata de um
encontro que oferece a possibilidade de entrar em contato com ou-
tras vozes e perspectivas, ndo para beneficio pessoal, mas para a
criacdo de uma obra (uma ideia) comum. Se trata de um encontro
com outras vozes e perspectivas através do qual os estudantes e a
professora se implicam em comparagdes, distingdes e tomadas de
posicdo com respeito ao saber, o qual gera novas ideias ao longo
do caminho, enquanto todos se constituem como subjetividades.
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